Zettel 4, Afg 2

2.1 Theorem (Existenz der Wurzel). Sei a € R mit a > 0 beliebig.

(a) Falls a > 1, so existiert genau eine relle Zahl, die mit \/a bezeichnet wird, sodass
Vva>0 und (Va)? = a.

(b) Dies gilt auch fiir 0 < a < 1.
Beweis.

SCHRITT 1 (Eindeutigkeit): Sei a > 0. Seien by, by > 0 mit

Angenommen b; # by. Dann kénnen wir o.E. annehmen, dass b1 < b (sonst umnum-
merieren). Dann folgt aus den Korperaxiomen einerseits

a=b% =biby < baby
und andererseits
a = baby > baby

Zusammengenommen erhalten wir

a < byby < b3 =a,
Widerspruch!
SCHRITT 2 (Existenz fiir a > 1): Definiere die Menge

M:={zcR |z>0undz*>a}.

Da a > 1, folgt a®? > a und somit ist a € M. Insbesondere ist M # ). Nach Konstruktion
ist 0 eine untere Schranke fiir M. Allerdings erhiilt man fiir alle z € [0, 1[, dass 2% < 12 =
1 < a und somit x ¢ M. Damit ist sogar 1 eine untere Schranke von M, d.h.

VeeM:z>1
Nach dem Vollsténdigkeitsaxiom existiert daher
s:=inf(M) e R.

Da das Infimum ja die grofste untere Schranke einer Menge ist und wir schon gezeigt haben,
dass 1 eine untere Schranke von M ist, folgt

s>1>0. (2.1)

Wir behaupten nun, dass s> = a gilt und beweisen dies per Widerspruch: Angenommen

52 # a. Dann sind folgende Fille moglich:



FALL 1 (s2 > a): Aus s% > a folgt s> — a > 0 und daher ist

2
s“—a
€= >0
2s

und es gilt:

82—G

2e2>0 2
2s

(s—e)?=5>—2sc+¢ — 25 +0=s5%—2s =a.

Nach Definition gilt daher einerseits s — e € M, aber andererseits s —e < s (da ¢ > 0).
Also ist s keine untere Schranke von M. Widerspruch! (zur Definition von s)

FALL 2 (1 < s%2 < a): In diesem Fall ist a — s > 0 und damit

. a—s?
€ 1= min (s, > > 0.
3s

Man mache sich klar, dass dann automatisch die Gleichungen

e <s, (2.2)

a—82

3s

erfiillt sind.
Gemiéf Satz 1.14 aus der Vorlesung existiert ein x € M, sodass © < s 4+ . Fiir dieses z
gilt dann aber

(2.2)
22 < (s+e)?=52+2s5+ece < s +2s+es

(2.3) g2
= 5% + 3es < 52+3sa38
s

= Q.

Insgesamt haben wir damit 22 < a gezeigt. Widerspruch! (zu x € M).

FaLL 3 (s2 <1 < a): Wir wissen schon aus (2.1), dass s > 1 und somit auch s* > 1. Der
theoretische Fall s> < 1 kann also nicht eintreten.

Es folgt also insgesamt s> = ¢ und s > 1 > 0, was zu zeigen war.

ScHRITT 3 (Existenz fiir 0 < a < 1): In diesem Fall ist b := 1

gemik dem bisher Gezeigten genau eine Zahl v/b > 0 mit \/52 = b Die Zahl % > 0 erfiillt
daher

> 1 und somit existiert



